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摘要 

本研究從課本中直角三角形外心特性產生靈感，因而展開關於三角形兩腰之和、差、積、

比分別為定值時，觀察該三角形之四心軌跡，並求出四心軌跡的相關性質及關係式。其中外

心軌跡為鉛直線運動；重心以原圖形縮小
1

3
（包括座標及定義之常數）；垂心會以四次或八次

圖形為軌跡；內心則以橢圓、雙直線、三次函數之部分圖形運動。研究的過程中，藉由控制

𝜃角來描述三角形頂點及四心情形，亦嘗試證明𝑥、𝑦座標兩者的關係式，並使用 GSP 或

GeoGebra 證明結果。 

 

壹、研究動機 

 在上學期課本中提到，若將三角形的底邊放在圓直徑兩端，三角形頂點在半圓周移動，

因為是直角三角形，所以外心同時也是圓心，讓我好奇其他四心情況，尋找文獻後在第 51

屆全國科展國中組「運用之妙，存乎於心」中，作者將頂點放在半圓周，改變底邊兩點在直

徑與其延長線上的相關位置，探討四心的參數式。這讓我想到如果將直角三角形的兩腰平方

和為定值，改為一般三角形兩腰長的和、差、積、比為定值，我想探究四心的移動軌跡圖形

又會有什麼樣的變化，於是開始了我的研究。 

 

貳、研究目的 

一、探討三角形兩腰和為定值時(橢圓)四心的性質。 

二、探討三角形兩腰差為定值時(雙曲線)四心的性質。 

三、探討三角形兩腰比為定值時(阿波羅尼斯圓)四心的性質。 

四、探討三角形兩腰積為定值時(卡西尼卵形線)四心的性質。 

 

參、研究設備與器材 

GSP 數學軟體、GeoGebra、電腦、Microsoft Word、紙、筆、數學課本、Wolfram Alpha。 
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肆、文獻探討 

一、先備知識 

1.三角形內心座標公式 

若三角形三頂點座標分別為 A(𝑥1, 𝑦1)，B(𝑥2, 𝑦2)，C(𝑥3, 𝑦3)，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =c，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =a，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =b， 

則內心座標為 I(
𝑎𝑥1+𝑏𝑥2+𝑐𝑥3

𝑎+𝑏+𝑐
,
𝑎𝑦1+𝑏𝑦2+𝑐𝑦3

𝑎+𝑏+𝑐
)。 

2.三角形重心座標公式 

若三角形三頂點座標分別為 A(𝑥1, 𝑦1)，B(𝑥2, 𝑦2)，C(𝑥3, 𝑦3) 

則重心座標為G (
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
)。 

 

二、相關文獻探討 

1.第 49 屆全國科展高中組「凡走過必留下軌跡」中，五心的討論將三角形底邊分別放在圓切

線、拋物線正焦弦、橢圓兩焦點連線、雙曲線兩焦點連線，與本研究不同。 

2.第51屆全國科展國中組「運用之妙，存乎於「心」」中，與本研究的異同之處如下： 

(1)文獻中五心的討論都將三角形第三點繞半圓，底邊兩點分成同時在圓內、一內一外、同時

在圓外、直徑兩端四種情形來討論，我們將三角形第三點推廣到繞圓錐曲線來討論。。 

(2)文獻中先將底邊兩點座標分別設兩未知數(放 X 軸上)，使用未知數寫出五心座標參數式，

我們則使用旋轉角𝜃所產生的頂點參數式去導出五心座標，進而求出軌跡方程式。 

3.第52屆全國科展高中組「“軌”謎“心”竅」，在圓錐曲線上取一動點，過中心或焦點取

三相異直線討論其正射影三角形之性質以及其五心之軌跡與本研究變因不同。 

4.第58屆全國科展國中組「用心」使用三角形建構的旁心連線三角形、旁心三角形、及向外

做的正三角形與五心之間的性質，與本研究不同。 

三、圖片來源 

本研究報告書內所有圖片為作者自繪。 
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伍、研究過程 

一、探討三角形兩腰和為定值時(橢圓)四心的性質 

(一)定義兩腰長的和為定值情形 

1.如圖(一)，在座標平面上，取長軸長為𝑎，短軸長為𝑏，𝐹1、𝐹2兩點為橢圓焦點，P 為橢圓上

之動點，連接𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅、𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅，探討Δ𝑃𝐹1𝐹2中，𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎為定值時，四心的性質。 

2.取兩定點𝐹1、𝐹2 座標為(−c, 0)， (𝑐, 0)， 

在長軸圓上取 F 點逆時針旋轉θ角(有向角)作為橢圓 

上動點 P 之控制點，可得 P 的參數式為： 

P(𝑎 cos 𝜃 , b sin 𝜃) 

 

引理 1 

可求得ΔP𝐹1𝐹2的三邊長：P𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 + 𝑐 cos 𝜃，P𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑎 − 𝑐 cos 𝜃，𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑐。 

[證明] 

P𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑎 cos 𝜃 + 𝑐)2 + (𝑏 sin 𝜃)2 = √(𝑎 cos 𝜃)2 + 2𝑎𝑐 cos 𝜃 + 𝑐2 + (𝑏 sin 𝜃)2 

= √(𝑎 cos 𝜃)2 + 2𝑎𝑐 cos 𝜃 + 𝑐2 + sin2 𝜃 (𝑎2 − 𝑐2) 

= √𝑎2 + 2𝑎𝑐 cos 𝜃 + (𝑐 cos 𝜃)2 =  𝑎 + 𝑐 cos 𝜃 

同理，P𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑎 cos 𝜃 − 𝑐)2 + (𝑏 sin 𝜃)2 =  𝑎 − 𝑐 cos 𝜃，證明省略。 

 

 (二) 討論外心性質 

性質 1-1 外心的座標為O (0,
𝑏2−(𝑐 sin 𝜃)2

2𝑏 sin 𝜃
)。 

[證明] 

如圖(二)，𝐹1(−c, 0)，𝐹2(c, 0)，P(𝑎 cos 𝜃 , 𝑏 sin 𝜃) 

∵ 𝑚𝑃𝐹2
=

𝑏 sin 𝜃

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑐
，取P、𝐹2中點 M，令𝑂為∆P𝐹1𝐹2外心， 

⇒ 𝑚𝑀𝑂 =
c − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃

b sin θ
，又 M (

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐

2
，

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃

2
) 

圖(一) 

圖(二) 
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由點斜式得直線方程為 

𝑦 −
𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃

2
=

𝑐 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃
(𝑥 −

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐

2
) 

∵ 外心在𝐹1、𝐹2兩點中間，𝑥 = 0 代入 

得𝑦 =
(𝑎cosθ)2−𝑐2

2𝑏 sin 𝜃
+

𝑏 sin 𝜃

2
=

(𝑎cosθ)2+(𝑏 sin 𝜃)2−𝑐2

2𝑏 sin 𝜃
 

=
−(𝑎 sin 𝜃)2 + 𝑏2(1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃)

2𝑏 sin 𝜃
=

𝑏2 − (𝑐 sin 𝜃)2

2𝑏 sin 𝜃
 

可注意到外心的軌跡方程式包含於 𝑥 = 0 的垂直線圖形中，並由 y座標可知，當 θ趨近於

 0° 、180°及其同界角時，外心的 y座標會趨近於正負無窮；當 𝜃趨近於 ±90° 

及其同界角時，外心的 y座標會在達到某一點時向反方向移動，該點座標為(0, ±
𝑏2−𝑐2

2𝑏
)。 

說明： 

當 𝜃趨近於 0°時，sin 𝜃趨近於 0，則外心之座標為(0,
𝑏2−(𝑐 sin 𝜃)2

2𝑏 sin 𝜃
)，y座標分母趨近於 0且分

子趨近於 𝑏2，故其值趨近於無窮（正負由 sin 𝜃決定）。 

當 𝜃為90°時，代入座標公式，外心座標為(0,
𝑏2−𝑐2

2𝑏
)。當 𝜃為−90°時，外心座標為

(0, −
𝑏2−𝑐2

2𝑏
)。 

(三)討論重心性質 

性質 1-2 重心座標為G (
𝑎 cos 𝜃

3
,
𝑏 sin 𝜃

3
)。 

由重心座標可知，當動點𝑃繞橢圓一周，重心所形成軌跡方程式為
9𝑥2

𝑎2 +
9𝑥2

𝑏2 = 1。 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖(三) 
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 (四)討論垂心性質 

性質 1-3 垂心座標H(𝑎cosθ, −
(𝑎 cos𝜃)2−𝑐2

𝑏 sin 𝜃
) 

[證明] 

如圖(四)，由參數式得知垂心 𝑥座標為a cos 𝜃， 

由 𝐹2𝑃 ⃡     斜率得出直線𝐿𝐹1𝐻的點斜式： 

𝐿𝐹1𝐻：𝑦 = (𝑥 + 𝑐) (−
𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑐

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 

∵ 𝑃𝐻 ⃡    ⊥ 𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅      ∴ 垂心𝐻的𝑥座標與 P 相同  

 𝑥 = a cos 𝜃 代入𝐿𝐹1𝐻 可得座標y = −
(𝑎 cos𝜃)2−𝑐2

𝑏 sin 𝜃
， 

因此H (𝑎cosθ, −
(𝑎 cos 𝜃)2−𝑐2

𝑏 sin 𝜃
)，證畢。 

由垂心的座標，我們可推得垂心的軌跡方程式如下： 

 

性質 1-4 垂心軌跡方程式為 𝑦2 =
(c2−x2)

2

𝑏2−(
𝑏

𝑎
𝑥)

2 

[證明] 

已知𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃，則cos 𝜃 =
𝑥

𝑎
， 

∵ 𝑦 = −
(𝑎 cos 𝜃)2−𝑐2

𝑏 sin 𝜃
= −

𝑥2−𝑐2

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃
， 

將等號兩邊同平方得 

y2 =
(c2 − x2)2

b2 sin2 θ
=

(c2 − x2)2

𝑏2 − (
𝑏

𝑎
𝑥)

2 

將上述推得方程式輸入 GSP 驗證可得右圖， 

若0° < θ < 180°，垂心軌跡為Γ1， 

若180° < θ < 360°，垂心軌跡為Γ2。 

 

 

 

Γ1 

Γ2 

圖(四) 

圖(五) 
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(五)討論內心性質 

性質 1-5 內心座標為I (𝑐 cos 𝜃 ,
𝑏𝑐 sin 𝜃

𝑐+𝑎
) 

[證明] 

由引理 1 及三角形內心座標公式得 

𝑥𝐼 =
𝑐(𝑎+𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃)+2𝑐𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃+(−𝑐)(𝑎−𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃)

2𝑐+2𝑎
  

=
𝑐(𝑎+𝑐 cos𝜃+2𝑎 cos 𝜃−𝑎+𝑐 cos 𝜃)

2(𝑎+𝑐)
  

=
𝑐(𝑎+𝑐)(cos𝜃)

(𝑎+𝑐)
  

= 𝑐 cos 𝜃  

由三角形內心座標公式得 

𝑦𝐼 =
2𝑐𝑏 sin 𝜃

2𝑐+2𝑎
  

=
𝑏𝑐 sin 𝜃

𝑐+𝑎
  

性質 1-6 內心軌跡方程式為
𝑥2

𝑐2 +
𝑦2

(
𝑏𝑐

𝑎+𝑐
)

2 = 1 

[證明] 

已知𝑥 = 𝑐 cos 𝜃，則cos 𝜃 =
𝑥

𝑐
，又𝑦 =

𝑏𝑐 sin 𝜃

𝑐+𝑎
，則sin 𝜃 =

(𝑐+𝑎)𝑦

𝑏𝑐
 

由平方關係式得(
𝑥

𝑐
)

2

+ (
(𝑎+𝑐)𝑦

𝑏𝑐
)

2

= 1 

則
𝑥2

𝑐2 +
𝑦2

(
𝑏𝑐

𝑎+𝑐
)

2 = 1，證畢。 

 

二、探討三角形兩腰長差為定值時(雙曲線)四心的性質 

(一)定義兩腰長的差為定值情形 

1. 在坐標平面上，到相異兩點𝐹1(−c, 0)、𝐹2(c, 0)的距離差的絕對值為2𝑎(貫軸長)的所有點

所形成之雙曲線上，若取共軛軸長為2𝑏，在貫軸圓上取 E 點逆時針旋轉θ角(有向角)為雙

曲線上動點 P 之控制點，可得 P 的參數式P(𝑎 sec 𝜃 , b tan 𝜃)。 

 

圖(六) 
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引理 2 

接著可求得ΔP𝐹1𝐹2的三邊長：𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 − 𝑎|，𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑎|，𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑐。 

[證明] 

由兩點距離公式 

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑐)2 + (𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃)2 = √𝑎2(𝑠𝑒𝑐 𝜃)2 + 2𝑎𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑐2 + (𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃)2 

= √𝑎2(𝑠𝑒𝑐 𝜃)2 + 2𝑎𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑐2 + [(𝑠𝑒𝑐 𝜃)2 − 1](𝑐2 − 𝑎2) 

= √(𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃)2 + 2𝑎𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑎2 = | 𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑎| 

同理，𝑃𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑐)2 + (𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝜃)2 = |𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 − 𝑎|，證明省略。 

(二) 討論外心性質 

性質 2-1 外心的座標為O (0,
𝑐2

2𝑏
𝑡𝑎𝑛 𝜃 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑡 𝜃)。 

[證明] 

如圖(七)，𝐹1(−c, 0)，𝐹2(c, 0)，P(a sec 𝜃 , b tan 𝜃)  

∵ 𝑚𝑃𝐹2
=

𝑏 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑐
，取P、𝐹2中點 M，令𝑂為∆P𝐹2𝐹1外心， 

⇒ 𝑚𝑀𝑂 = −
𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃 − 𝑐

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
，又 M (

𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃 + 𝑐

2
，

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

2
) 

由點斜式得直線方程為 

𝑦 −
𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

2
= −

𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃−𝑐

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
(𝑥 −

𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃+𝑐

2
)  

∵ 外心在𝐹1、𝐹2兩點中間，𝑥 = 0 代入 

得𝑦 = (
(𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃)2−𝑐2

2𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
+

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

2
) 

=
𝑐2 𝑡𝑎𝑛2 𝜃−𝑏2

2𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
=

𝑐2

2𝑏
𝑡𝑎𝑛 𝜃 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑡 𝜃 。 

由y座標可知，外心的軌跡方程式包含於 𝑥 = 0 的垂直線圖形中，因𝑡𝑎𝑛 𝜃和𝑐𝑜𝑡 𝜃互為倒數

關係，當𝜃趨近於0°、90°、180°、270°及其同界角的正向極限時，y座標會趨近於負無窮，

反之當 θ趨近於負向極限時，y座標會趨近於正無窮。 

 

圖(七) 
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 (三)討論重心性質 

性質 2-2 重心座標為G (
𝑎 sec 𝜃

3
,
𝑏 tan 𝜃

3
)。 

由重心座標可知，當動點𝑃繞雙曲線一周， 

重心所形成軌跡方程式為
9𝑥2

𝑎2 −
9𝑦2

𝑏2 = 1。 

 

(四)討論垂心性質 

性質 2-3 垂心座標H(𝑎 sec 𝜃 , b cot 𝜃 −
𝑎2

𝑏
tan 𝜃) 

[證明] 

如圖(九)，由參數式得知垂心 𝑥座標為a sec 𝜃， 

由 𝐹2P ⃡     斜率得出直線𝐿𝐹1𝐻的點斜式： 

𝐿𝐹1𝐻：𝑦 = (𝑥 + 𝑐) (−
𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃−𝑐

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
) 

∵ P𝐻 ⃡    ⊥ 𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅      ∴ 垂心𝐻的𝑥座標與 P 相同  

 𝑥 = a sec 𝜃代入𝐿𝐹1𝐻 可得座標y = b cot 𝜃 −
𝑎2

𝑏
tan 𝜃， 

因此H (𝑎 secθ, b cot 𝜃 −
𝑎2

𝑏
tan 𝜃)，證畢。 

由垂心的座標，我們可推得垂心的軌跡方程式如下： 

 

性質 2-4 垂心軌跡方程式為𝑦2 =
(𝑐2−𝑥2)

2

(
𝑏

𝑎
𝑥)

2
−𝑏2

  

[證明]  

已知𝑥 = 𝑎 sec 𝜃，則sec 𝜃 =
𝑥

𝑎
， 

∵ 𝑦 = −
(𝑎 sec 𝜃)2−𝑐2

𝑏 tan 𝜃
= −

𝑥2−𝑐2

𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃
， 

將等號兩邊同平方得 

𝑦2 =
(𝑐2−𝑥2)

2

𝑏2 𝑡𝑎𝑛2 𝜃
=

(𝑐2−𝑥2)
2

(
𝑏

𝑎
𝑥)

2
−𝑏2

  

 

圖(八) 

圖(九) 
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(五)討論內心性質 

性質 2-5 內心座標分為以下兩種 

(1) 當360°𝑛 − 90° < 𝜃 < 360°𝑛 + 90°時， I (𝑎，
𝑏 tan 𝜃

1+sec 𝜃
)。 

(2) 當360°𝑛 + 90° < 𝜃 < 360°𝑛 + 270°時，I (−𝑎，
𝑏 tan 𝜃

1−sec 𝜃
)。 

[證明] 

由引理 2 與三角形內心𝑥座標公式得 

𝑥𝐼 =
𝑐|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃+𝑎|+2𝑐∙𝑎 𝑠𝑒𝑐 𝜃+(−𝑐)|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃−𝑎|

2𝑐+|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃+𝑎|+|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃−𝑎|
  

因𝑠𝑒𝑐 𝜃落在(−∞, −1] ∪ [1, ∞)，分二種情形討論 

(ⅰ) 𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 > 𝑎 > 0，即360°n − 90° < θ < 360°n + 90°，𝑛為整數 

則𝑥𝐼 =
𝑐(𝑎+𝑐 sec 𝜃)+2𝑐𝑎 sec 𝜃−𝑐(𝑐 sec 𝜃−𝑎)

2𝑐(sec 𝜃+1)
 =

2𝑎𝑐(1+sec𝜃)

2𝑐(1+sec 𝜃)
 = 𝑎  

(ⅱ) 𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃 < 0，即360°n + 90° < θ < 360°n + 270°，𝑛為整數 

則𝑥𝐼 =
𝑐(−𝑐 sec 𝜃−𝑎)+2𝑎𝑐 sec 𝜃−𝑐(−𝑐 sec 𝜃+𝑎)

2𝑐−𝑐 sec 𝜃−𝑎−𝑐 sec 𝜃+𝑎
 =

2𝑎𝑐(−1+sec𝜃)

2𝑐(1−sec𝜃)
 = −𝑎 

三角形內心 y 座標 

𝑦𝐼 =
2𝑐𝑏 tan 𝜃

2𝑐+|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃+𝑎|+|𝑐 𝑠𝑒𝑐 𝜃−𝑎|
 ，同理 

當360°𝑛 − 90° < 𝜃 < 360°𝑛 + 90°，𝑦𝐼 =
𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

1+𝑠𝑒𝑐 𝜃
 

當360°𝑛 + 90° < 𝜃 < 360°𝑛 + 270°，𝑦𝐼 =
𝑏 𝑡𝑎𝑛 𝜃

1−𝑠𝑒𝑐 𝜃
 

 

注意到內心的y座標存在極值，該極值為±b 

[證明] 

以360°𝑛 − 90° < 𝜃 < 360°𝑛 + 90°為例， 

𝜃 → 90°時， 

𝑦 = lim
𝜃→90°

𝑏 tan 𝜃

sec 𝜃+1
= lim

𝜃→90°

𝑏×
sin 𝜃

cos 𝜃
cos 𝜃+1

cos 𝜃

 = lim
𝜃→90°

𝑏 sin 𝜃

cos𝜃+1
=

𝑏×1

0+1
 = 𝑏  

𝜃 → −90°時， 𝑦 = lim
𝜃→−90°

𝑏 tan 𝜃

1−sec𝜃
 = lim

𝜃→90°

𝑏 sin 𝜃

cos𝜃−1
=

𝑏×1

0−1
 = −𝑏 

圖(十) 
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三、探討三角形兩腰比為定值時（阿波羅尼斯圓）四心的性質 

(一)定義兩腰長的比為定值情形 

如圖(十一)，在坐標平面上給定兩定點𝐹1、𝐹2，兩點固定在(−c, 0)，(c, 0)，定義一動點 P，

滿足 
𝑃𝐹2̅̅ ̅̅ ̅

𝑃𝐹1̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑘，其中𝑘為定值，不失一般性令𝑘 > 1，則滿足此條件之動點 P 其軌跡所成的圓

為阿波羅圓，𝐹1、𝐹2兩點分別位於該圓的內部和外部， 

其圓標準式如下：(𝑥 +
𝑐(𝑘2+1)

𝑘2−1
)

2

+ 𝑦2 = (
2𝑐𝑘

𝑘2−1
)

2

 

[證明] 

已知
𝑃𝐹2̅̅ ̅̅ ̅

𝑃𝐹1̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑘，移項後等號兩邊同平方得𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅2
= 𝑘2𝑃𝐹1

̅̅ ̅̅ ̅2
，由兩點距離公式 

(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑘2[(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2]，展開後移項整理得 

(𝑘2 − 1)𝑥2 + (𝑘2 − 1)𝑦2 + (2𝑘2𝑐 + 2𝑐)𝑥 + (𝑘2𝑐2 − 𝑐2) = 0  

同除(𝑘2 − 1)再對 x 配方 

(𝑥 +
𝑐(𝑘2+1)

𝑘2−1
)

2

+ 𝑦2 = (
𝑐(𝑘2+1)

𝑘2−1
)

2

− 𝑐2  

整理後得 

(𝑥 +
𝑐(𝑘2+1)

𝑘2−1
)

2

+ 𝑦2 = (
2𝑐𝑘

𝑘2−1
)

2

 ，證畢。 

令 P 為阿波羅圓上動點 

∠𝑃𝑂𝐹1 = 𝜃， 

由上圓標準式可得其上動點 P 的坐標參數式為： 

{ 
𝑥 =

−𝑐(𝑘2 + 1)

𝑘2 − 1
+

2𝑐𝑘

𝑘2 − 1
cos 𝜃

𝑦 =
2𝑐𝑘

𝑘2 − 1
sin 𝜃                            

 

接著可求得∆P𝐹1𝐹2邊長： 

 

引理 3 

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ =

2𝑐√𝑘2−2𝑘 cos 𝜃+1

𝑘2−1
，𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ =
2𝑐𝑘√𝑘2−2𝑘 cos 𝜃+1

𝑘2−1
，𝐹1𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑐。 

 

圖(十一) 



11 

[證明] 

由兩點距離公式 

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = √(

−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐(𝑘2−1)

𝑘2−1
)

2

+ (
2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘2−1
)

2

  

= √
4𝑐2(𝑘2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃−2𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1+𝑘 𝑠𝑖𝑛2 𝜃)

(𝑘2−1)2   

=
2𝑐√𝑘2−2𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

𝑘2−1
  

同理，𝑃𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ = √(

−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑐(𝑘2−1)

𝑘2−1
)

2

+ (
2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘2−1
)

2

=
2𝑐𝑘√𝑘2−2𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

𝑘2−1
，證明省略 

 

(二) 討論外心性質 

性質 3-1 外心的座標為 O(0,
2𝑐𝑘−𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑘2+1)

𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑘2−1)
)。 

[證明] 

如圖(十二)，𝐹1(−c, 0)，𝐹2(c, 0)，P (−
𝑐(𝑘2+1)

𝑘2−1
+

2𝑐𝑘

𝑘2−1
cos 𝜃 ,

2𝑐𝑘

𝑘2−1
sin 𝜃)  

∵ 𝑚𝑃𝐹1
=

𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃−1
，取P、𝐹1中點 M，令𝑂為∆P𝐹2𝐹1外心， 

⇒ 𝑚𝑀𝑂 =
−𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1

𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃
，又 M (

−𝑐𝑘(𝑘 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)

𝑘2 − 1
,
𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘2 − 1
) 

由點斜式得直線方程為 

𝑦 −
𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘2−1
= (

−𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (𝑥 −

−𝑐𝑘(𝑘−𝑐𝑜𝑠 𝜃)

𝑘2−1
)  

∵ 外心在𝐹1、𝐹2兩點中間，𝑥 = 0 代入 

得y =
(−𝑘 cos 𝜃+1)(𝑐𝑘−𝑐 cos𝜃)+𝑐𝑘 sin2 𝜃

(𝑘 sin 𝜃)(𝑘2−1)
 

=
−𝑐𝑘2 cos𝜃+𝑐𝑘 cos2 𝜃+𝑐𝑘−𝑐 cos 𝜃+𝑐𝑘 sin2 𝜃

(𝑘 sin 𝜃)(𝑘2−1)
  

=
2𝑐𝑘−𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑘2+1)

𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑘2−1)
  

 

 

 

 

圖(十二) 
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 (三)討論重心性質 

性質 3-2 重心座標為 G(
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

3(𝑘2−1)
,
2𝑐𝑘 sin 𝜃

3(𝑘2−1)
)。 

由重心座標可知，當動點𝑃繞圓一周，重心所形成軌

跡方程式為(𝑥 +
𝑐(𝑘2+1)

3(𝑘2−1)
)

2

+ 𝑦2 = (
2𝑐𝑘

3(𝑘2−1)
)

2

。 

 

(四)討論垂心性質 

性質 3-3 垂心座標 H(
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
,
2𝑐𝑘2 𝑐𝑜𝑠 𝜃−2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠2 𝜃+2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃−2𝑐𝑘

(𝑘2−1) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 

[證明] 

如圖(十四)，由 P 點參數式得知垂心 𝑥座標同為
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
， 

由 𝐹2P ⃡     斜率得出直線𝐿𝐹1𝐻的點斜式： 

𝑦 = (
−𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (𝑥 − 𝑐)  

∵ P𝐻 ⃡    ⊥ 𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅      ∴ 垂心 H 的𝑥座標與 P 相同  

x =
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
帶入 

𝑦 = (
−𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (

−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
− 𝑐)  

=
2𝑐𝑘2 𝑐𝑜𝑠 𝜃−2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠2 𝜃+2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃−2𝑐𝑘

(𝑘2−1) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
  

由垂心的座標，我們可推得垂心的軌跡方程式如下： 

𝑦2 =
(𝑘2−1)(𝑐2−𝑥2)

2

(𝑐−𝑥)2−𝑘2(𝑐+𝑥)2  

[證明] 

已知𝑥 =
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
，則𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

(𝑘2−1)𝑥+𝑐(𝑘2+1)

2𝑐𝑘
 

則𝑦 =
2𝑐𝑘2(𝑘2𝑥−𝑥+𝑐𝑘2+𝑐)−(𝑘2𝑥−𝑥+𝑐𝑘2+𝑐)

2
+2𝑐(𝑘2𝑥−𝑥+𝑐𝑘2+𝑐)−4𝑐2𝑘2

2𝑐𝑘(𝑘2−1) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
 

簡化後得 

𝑦 =
(𝑘2−1)(𝑐2−𝑥2)

2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃
  

將等號兩邊同平方 

圖(十三) 

圖(十四) 
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𝑦2 =
(𝑘2−1)

2
(𝑐2−𝑥2)

2

4𝑐2𝑘2−[(𝑘2−1)𝑥+𝑐(𝑘2+1)]2
  

=
(𝑘2−1)

2
(𝑐2−𝑥2)

2

(2𝑐𝑘+𝑘2𝑥−𝑥+𝑐𝑘2+𝑐)(2𝑐𝑘−𝑘2𝑥+𝑥−𝑐𝑘2−𝑐)
  

=
(𝑘2−1)

2
(𝑐2−𝑥2)

2

(𝑘+1)[(𝑐−𝑥)+(𝑐𝑘+𝑘𝑥)](𝑘−1)[(𝑐−𝑥)−(𝑐𝑘+𝑘𝑥)]
  

=
(𝑘2−1)(𝑐2−𝑥2)

2

(𝑐−𝑥)2−𝑘2(𝑐+𝑥)2  

 

(五)討論內心性質 

性質 3-4 令𝑚 = √𝑘2 − 2𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1，則內心座標為I (
−𝑐𝑚

𝑘+1
,

2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

(𝑘+1)(𝑘−1+𝑚)
)。 

[證明] 

由引理 3 與三角形內心座標公式得 

𝑥𝐼 =
−𝑐(𝑘2+1)+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑘2−1
×2𝑐+𝑐×

2𝑐𝑚

𝑘2−1
−𝑐×

2𝑐𝑘𝑚

𝑘2−1

2𝑐+2𝑐𝑚(𝑘+1)
  

=
−𝑐𝑘2−𝑐+2𝑐𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐𝑚−𝑐𝑘𝑚

𝑘2−1+𝑚(𝑘+1)
  

=
−𝑐(𝑚2−𝑚+𝑘𝑚)

(𝑘+1)(𝑚+𝑘−1)
 =

−𝑐𝑚

𝑘+1
  

𝑦𝐼 =
2𝑐𝑘

𝑘2−1
sin 𝜃×2𝑐

2𝑐+
2𝑐𝑚(𝑘+1)

𝑘2−1

  

=
2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑘2−1+𝑚(𝑘+1)
  

=
2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

(𝑘+1)(𝑘−1+𝑚)
  

 

性質 3-5 內心軌跡為
𝑥2+𝑦2−𝑐2

𝑥2−𝑦2−𝑐2
=

𝑐(1−𝑘)

𝑥(1+𝑘)
的部分圖形。 

[證明] 

已知𝑥 =
−𝑐𝑚

𝑘+1
，則𝑚 =

𝑘+1

−𝑐
𝑥, cos 𝜃 =

𝑥2(𝑘+1)2−𝑐2𝑘2

−2𝑐2𝑘
 

y =
2𝑐𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝜃

(𝑘+1)(𝑘−1+
𝑘+1

−𝑐
)
，等號兩邊同平方得 

𝑦2 =
4𝑐4𝑘2−4𝑐4𝑘2×(

[(𝑘+1)2𝑥2−𝑐2(𝑘−1)2]
2

4𝑐4𝑘2 )

(𝑘+1)2[𝑐(𝑘−1)−𝑥(𝑘+1)]2
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=
(𝑘+1)2[2𝑐2𝑘+(𝑘+1)2𝑥2−𝑐2(𝑘2+1)](

2𝑐2𝑘+𝑐2(𝑘2+1)

(𝑘+1)2
−𝑥2)

(𝑘+1)2[𝑐(𝑘−1)−𝑥(𝑘+1)]2
  

=
(𝑐2−𝑥2)[𝑥(𝑘+1)−𝑐(𝑘−1)][𝑥(𝑘+1)+𝑐(𝑘−1)]

[𝑥(𝑘−1)−𝑐(𝑘+1)]2
  

=
(𝑐2−𝑥2)[𝑥(𝑘+1)+𝑐(𝑘−1)]

𝑥(𝑘+1)−𝑐(𝑘−1)
，經整理後可得

𝑥2+𝑦2−𝑐2

𝑥2−𝑦2−𝑐2
=

𝑐(1−𝑘)

𝑥(1+𝑘)
 

討論： 

如圖(十五)~ (十八)，此圖形在k > 1時，內心軌跡為內切於阿波羅圓的封閉曲線，在k越來越

接近1時，封閉曲線接近y軸的一端會被拉長；而在0 < k < 1 時，圖形會以y軸為對稱軸鏡射

（阿波羅圓亦同）；在k = 1時，阿波羅圓退化成直線，內心軌跡則會退化成圓。 

k = 1.7時

 

 

𝑘 = 1.3時

 

 

k = 0.3 時

 

 

k = 1時 

 

 

 

 

圖(十五) 圖(十六) 

圖(十七) 圖(十八) 
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四、探討三角形兩腰積為定值時（卡西尼卵形線）四心的性質 

(一)定義兩腰長的積為定值情形 

如圖(十九)~(二十一)，在坐標平面上，取兩腰積𝑘2，將𝐹1、𝐹2兩點固定在兩端點(−c, 0)，

(c, 0)，定義一點 P 使得𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ ∙  𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑘2，滿足此關係的所有 P 點所成圖形即為卡西尼卵形

線，該圖形在
𝑘

𝑐
> 1時為一閉曲線；在

𝑘

𝑐
< 1時為兩條不相連的閉曲線；在

𝑘

𝑐
= 1時則為有名的

伯努力雙紐線。由文獻探討得知卡西尼卵形線上動點 P 參數式，過程如下： 

  √(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 ∙ √(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑘2 

兩邊平方：                [(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2][(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2] = 𝑘4 

展開可得直角座標方程：       (𝑥2 + 𝑦2)2 − 2𝑐2(𝑥2 − 𝑦2) = 𝑘4 − 𝑐4 

為了推導參數式，先將其轉換為極座標𝑥 = 𝑟 cos 𝜃，y = 𝑟 sin 𝜃 

∵ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2，𝑥2 − 𝑦2 = 𝑟2 cos 2𝜃代入直角坐標方程 

可得𝑟4 − 2𝑐2𝑟2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + (𝑐4 − 𝑘4) = 0，由一元二次方程式求根公式得 

𝑟2 =
2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃±√(−2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃)2−4(𝑐4−𝑘4)

2
  

=
2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃±√4𝑐4 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃−4𝑐4+4𝑘4

2
  

= 𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 ± √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃  

則𝑟 = √𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 ± √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃 

將𝑟表達式代入可得卡西尼卵形線參數式𝑃： 

{
 

 𝑥 = cos 𝜃√𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 ± √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃

𝑦 = sin 𝜃 √𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 ± √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃

 

當
𝑘

𝑐
> 1 時，根號內取正號，圖形是一個封閉的單一環， 

𝑘

𝑐
= 1 時，圖形變成雙紐線 (Lemniscate)， 

𝑘

𝑐
< 1時，圖形會分裂成兩個獨立的封閉曲線 

以下為我們藉由文獻推導出的參數式所繪製的圖形： 
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𝑘

𝑐
> 1時 

 

 

𝑘

𝑐
= 1時 

 

 

𝑘

𝑐
< 1時 

 

 

接著可求得∆P𝐹1𝐹2邊長： 

 

引理 4 以
𝑘

𝑐
> 1 時為例， 

𝑟(𝜃) = √𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃  

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑟2(𝜃) + 2𝑐𝑟(𝜃) cos 𝜃 + 𝑐2，  

𝑃𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑟2(𝜃) − 2𝑐𝑟(𝜃) cos 𝜃 + 𝑐2， 

𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑐。 

[證明] 

由兩點距離公式 

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑐 cos 𝜃 + 𝑟(𝜃))

2
+ (𝑟(𝜃) sin 𝜃)2  

= √𝑟2(𝜃) + 2𝑐𝑟(𝜃) cos 𝜃 + 𝑐2  

同理，𝑃𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑐 cos 𝜃 − 𝑟(𝜃))

2
+ (𝑟(𝜃) sin 𝜃)2 = √𝑟2(𝜃) − 2𝑐𝑟(𝜃) cos 𝜃 + 𝑐2，證明省略。 

 

(二) 討論外心性質 

性質 4-1 外心的座標為O (0,
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃) sin 𝜃
)。 

[證明] 

如圖(二十二)，𝐹1(−c, 0)，𝐹2(c, 0)，P(𝑟(𝜃) cos 𝜃 , 𝑟(𝜃) sin 𝜃)  

∵ 𝑚𝑃𝐹1
=

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐
，取P、𝐹1中點 M，令𝑂為∆P𝐹2𝐹1外心， 

圖(十九) 圖(二十) 圖(二十一) 
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⇒ 𝑚𝑀𝑂 = −
𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
，又𝑀 (

𝑟(𝜃) cos 𝜃 − 𝑐

2
,
𝑟(𝜃) sin 𝜃

2
) 

由點斜式得直線方程為 

𝑦 −
𝑟(𝜃) sin 𝜃

2
= (−

𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (𝑥 −

𝑟(𝜃) cos𝜃−𝑐

2
)  

∵ 外心在𝐹1、𝐹2兩點中間，𝑥 = 0 代入 

得y = (−
𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (−

𝑟(𝜃) cos𝜃−𝑐

2
) +

𝑟(𝜃) sin 𝜃

2
 

=
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃) sin 𝜃
 ，證畢。 

可注意到外心的軌跡方程式包含於 𝑥 = 0 的垂直線圖

形中，並由 y座標可知，當 θ趨近於 0° 、180°及其同界角時，外心的 y座標會趨近於正負無

窮；當 θ趨近於 ±90° 及其同界角時，外心的 y座標會在達到某一點時向反方向移動，該點

座標為(0, ±
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃)
)。 

說明： 

當 𝜃趨近於 0°時，sin 𝜃趨近於 0，則外心之座標為(0,
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃) sin 𝜃
)，y座標分母趨近於 0且分子

趨近於為𝑟2(𝜃) − 𝑐2 ，故其值趨近於無窮（正負由 sin 𝜃決定）。 

當 𝜃為90°時，代入座標公式，外心座標為(0,
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃)
)。當 𝜃為−90°時，外心座標為

(0, −
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃)
)。 

 

 (三)討論重心性質 

性質 4-2 重心座標為 G(
𝑟(𝜃) cos𝜃

3
,
𝑟(𝜃) sin 𝜃

3
)。 

由重心座標可知，當動點𝑃繞圓一周，重心所形成軌跡方

程式為(𝑥2 + 𝑦2)2 −
2

9
𝑐2(𝑥2 − 𝑦2) =

𝑘4−𝑐4

81
 

 

 

 

圖(二十二) 

圖(二十三) 
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(四)討論垂心性質 

性質 4-3 垂心座標 H(𝑟(𝜃) cos 𝜃 ,
𝑐2−𝑟2(𝜃) cos2 𝜃

𝑟(𝜃) sin 𝜃
) 

[證明] 

如圖(二十四)， [由 𝐹2P ⃡     斜率得出直線𝐿𝐹1𝐻的點斜式： 

𝑦 = (−
𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (𝑥 − 𝑐)  

∵ P𝐻 ⃡    ⊥ 𝐹1𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅̅      ∴ 垂心𝐻的𝑥座標與𝑃相同  

x = 𝑟(𝜃) cos 𝜃帶入 

𝑦 = (−
𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
) (𝑟(𝜃) cos 𝜃 − 𝑐)  

=
𝑐2−𝑟2(𝜃) cos2 𝜃

𝑟(𝜃) sin 𝜃
  

由垂心的座標，我們可推得垂心的軌跡方程式如下：[(
𝑥2−𝑐2

𝑦
)

2

+ 𝑥2 + 𝑐2]
2

= 𝑘4 + 4𝑐2𝑥2 

 [證明]  

令𝑡 = tan 𝜃 , 𝑥 = 𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

⇒ 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 =
1−𝑡2

1+𝑡2，𝑐𝑜𝑠2 𝜃 =
1

1+𝑡2 

⇒ 𝑥2 = [𝑐2 1−𝑡2

1+𝑡2 + √𝑘4 − 𝑐4 (
2𝑡

1+𝑡2)
2

]
1

1+𝑡2   

又𝑦 =
𝑐2−𝑥2

𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃
，則𝑟(𝜃) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑐2−𝑥2

𝑦
 

又𝑥 = 𝑟(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃，則𝑡 =
𝑐2−𝑥2

𝑥𝑦
 

⇒ (1 + 𝑡2)𝑥2 = 𝑐2 1−𝑡2

1+𝑡2 + √𝑘4 − 𝑐4 (
2𝑡

1+𝑡2)
2

  

⇒
(1+𝑡2)

2
𝑥2−𝑐2(1−𝑡2)

1+𝑡2 = √𝑘4 − 𝑐4 (
2𝑡

1+𝑡2)
2

  

⇒
[(1+𝑡2)

2
𝑥2−𝑐2(1−𝑡2)]

2

(1+𝑡2)2
= 𝑘4 − 𝑐4 (

2𝑡

1+𝑡2
)

2

  

⇒ [(1 + 𝑡2)2𝑥2 − 𝑐2(1 − 𝑡2)]2 = 𝑘4(1 + 𝑡2)2 − 𝑐4(2𝑡)2  

⇒ (1 + 𝑡2)4𝑥4 − 2𝑐2𝑥2(1 + 𝑡2)2(1 − 𝑡2) + 𝑐4(1 − 𝑡2)2 = 𝑘4(1 + 𝑡2)2 − 𝑐4(2𝑡)2  

⇒ (1 + 𝑡2)2𝑥4 − 2𝑐2𝑥2(1 − 𝑡2) − 𝑘4 + 𝑐4 = 0  

⇒ (1 + 𝑡2)2𝑥4 − 2𝑐2𝑥2(1 + 𝑡2) + 𝑐4 + 4𝑐2𝑥2𝑡2 = 𝑘4  

圖(二十四) 
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⇒ (1 + 𝑡2)2𝑥4 − 2𝑐2𝑥2(1 + 𝑡2) + 𝑐4 + (2𝑐𝑥𝑡)2 = 𝑘4  

又𝑡 =
𝑐2−𝑥2

𝑥𝑦
  

⇒ [
(𝑥𝑦)2+(𝑐2−𝑥2)

2

𝑦2 − 𝑐2]
2

+ (2𝑐 ∙
𝑐2−𝑥2

𝑦
)

2

= 𝑘4  

⇒ [𝑦2(𝑥2 − 𝑐2) + (𝑥2 − 𝑐2)2]2 + 4𝑐2𝑦2(𝑐2 − 𝑥2)2 = (𝑘𝑦)4  

⇒ (𝑥2 − 𝑐2)2(𝑦2 + 𝑥2 − 𝑐2)2 + 4𝑐2𝑦2(𝑐2 − 𝑥2)2 = (𝑘𝑦)4  

⇒ (𝑥2 − 𝑐2)2[(𝑦2 + 𝑥2 − 𝑐2)2 + 4𝑐2𝑦2] = (𝑘𝑦)4  

⇒ (𝑥2 − 𝑐2)2[(𝑦2 + 𝑥2 + 𝑐2)2 + 4𝑐2𝑥2] = (𝑘𝑦)4  

⇒ (𝑥 + 𝑐)2(𝑥 − 𝑐)2[(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2][(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2] = (𝑘𝑦)4  

⇒ [(𝑥 + 𝑐)2(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2(𝑥 − 𝑐)2][(𝑥 + 𝑐)2(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2(𝑥 + 𝑐)2] = (𝑘𝑦)4  

⇒ (𝑥2 − 𝑐2)4 + (𝑥2 − 𝑐2)2[2𝑦2(𝑥2 + 𝑐2)] + (𝑥2 + 𝑐2)2𝑦4 = (𝑘𝑦)4  

等號兩邊同加4𝑐2𝑥2𝑦4 

⇒ [(𝑥2 − 𝑐2)2 + (𝑥2 + 𝑐2)𝑦2]2 = 𝑦4(𝑘4 + 4𝑐2𝑥2)  

等號兩邊同除𝑦4 

⇒ [(
𝑥2−𝑐2

𝑦
)

2

+ 𝑥2 + 𝑐2]
2

= 𝑘4 + 4𝑐2𝑥2，得證。 

 

(五)討論內心性質 

性質 4-4 內心座標為I (
𝑐√2(𝑟2+𝑐2−𝑘2)+2𝑐𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

√2(𝑟2+𝑐2+𝑘2)+2𝑐
,

2𝑐𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

√2(𝑟2+𝑐2+𝑘2)+2𝑐
 )。 

[證明] 

𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = √2(𝑟2 + 𝑐2 + 𝑘2)；𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = √2(𝑟2 + 𝑐2 − 𝑘2)  

說明： 

由引理 4 得𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅2

+ 𝑃𝐹2
̅̅ ̅̅ ̅2

= 2(𝑟2 + 𝑐2) 

又由卡西尼卵形線定義：𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑘2 

故由和平方公式及差平方公式得證。 

則由三角形內心座標公式得 
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𝑥𝐼 =
𝑐∙𝑃𝐹1̅̅ ̅̅ ̅−𝑐∙𝑃𝐹2̅̅ ̅̅ ̅+2𝑐𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

√2(𝑟2+𝑐2+𝑘2)+2𝑐
  

=
𝑐√2(𝑟2+𝑐2−𝑘2)+2𝑐𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

√2(𝑟2+𝑐2+𝑘2)+2𝑐
  

𝑦𝐼 =
2𝑐𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃

√2(𝑟2+𝑐2+𝑘2)+2𝑐
  

 

 

性質 4-5 內心軌跡為
√𝑘4−(𝑟2−𝑐2)2

√(𝑟2+𝑐2)2−𝑘4+2𝑐2
=

2𝑦(𝑥+𝑐)

(𝑥+𝑐)2−𝑦2。 

[證明] 

1.∵ 𝑃𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑃𝐹2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑘2 

⇒ (𝑟2 + 𝑐2)2 − (2𝑟𝑐 cos 𝜃)2 = 𝑘4 

⇒ 𝑟4 + 𝑐4 + 2𝑟2𝑐2 − 4𝑟2𝑐2(cos 𝜃)2 = 𝑘4 

⇒ 𝑟4 + 𝑐4 + 2𝑟2𝑐2(1 − 2(cos 𝜃)2) = 𝑘4 

⇒ 𝑟4 + 𝑐4 − 2𝑟2𝑐2 cos 2𝜃 = 𝑘4 

⇒ cos 2𝜃 =
𝑟4 + 𝑐4 − 𝑘4

2𝑟2𝑐2
 

由此可得(tan 𝜃)2 =
𝑘4−(𝑟2−𝑐2)

2

(𝑟2+𝑐2)2−𝑘4 

⇒ sin 𝜃 =
√𝑘4−(𝑟2−𝑐2)2

2𝑟𝑐
，cos 𝜃 =

√(𝑟2+𝑐2)2−𝑘4

2𝑟𝑐
……○1  

2.如右圖，令∠P𝐹1𝐹2 = 2𝛼，內心縱座標為𝑥，橫坐標為𝑦，𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑟 

可得tan 𝛼 =
𝑦

𝑥+𝑐
，tan2α =

𝑟 sin 𝜃

𝑟 cos𝜃+𝑐
=

2(
𝑦

𝑥+𝑐
)

1−(
𝑦

𝑥+𝑐
)

2 =
2𝑦𝑐

(𝑥+𝑐)2−𝑦2
……○2  

將第○1 式代入第○2 式 

可得
√𝑘4−(𝑟2−𝑐2)2

√(𝑟2+𝑐2)2−𝑘4+2𝑐2
=

2𝑦(𝑥+𝑐)

(𝑥+𝑐)2−𝑦2
 

 

 

 

 

 

圖(二十五) 
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陸、討論 

一、探討卡西尼卵形線在
𝑘

𝑐
= 1時，四心座標及軌跡： 

(一) 
𝑘

𝑐
= 1 時之四心軌跡圖形 

外心：包含於整個𝑥 = 0的圖形中 重心：為一伯努力雙紐線 

垂心：為一四次點對稱圖形 內心：為一雙紐線 

1. 在
𝑘

𝑐
= 1時，r(𝜃) = 𝑐√2 cos 2𝜃，將r(𝜃)帶入

𝑘

𝑐
> 1時的座標，即為此時的四

心座標，與
𝑘

𝑐
> 1時座標相同。 

2. 在
𝑘

𝑐
= 1時，四心軌跡同

𝑘

𝑐
> 1時的方程式。 
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二、探討卡西尼卵形線在
𝑘

𝑐
< 1時，四心座標及軌跡： 

(一) 在
𝑘

𝑐
< 1時，參數式中需取正號與負號，且對θ的大小亦有限制：−

sin−1(
𝑘

𝑐
)

2

2
< θ <

sin−1(
𝑘

𝑐
)

2

2
 

說明： 

在r(𝜃)的表達式中，若僅取正號會導致 P 點並非整個圖形上的動點，僅取負號時

亦同，因此需取兩種（圖片中取負號者為紫(𝑃1)，取正號者為綠(𝑃2)）。而在r(𝜃)

的表達式中，正負號後的根號內在某些情況下會成為虛數，即𝑘4 < 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃，

因此−
sin−1(

𝑘

𝑐
)

2

2
< θ <

sin−1(
𝑘

𝑐
)

2

2
。 

 

 

(二) 
𝑘

𝑐
< 1 時之四心軌跡圖形 

外心：包含於整個𝑥 = 0的圖形中

 

重心：為二封閉曲線

 

𝑟(𝜃) = √𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃 𝑟(𝜃) = √𝑐2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + √𝑘4 − 𝑐4 𝑠𝑖𝑛2 2𝜃 
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垂心：為一四次點對稱圖形

 

內心：為二封閉曲線

 

1. 在
𝑘

𝑐
< 1時，r(𝜃)根號中取正號及負號，將r(𝜃)帶入

𝑘

𝑐
> 1時的座標，即為此

時的四心座標，與
𝑘

𝑐
> 1時座標相同。 

2. 在
𝑘

𝑐
< 1時，四心軌跡同

𝑘

𝑐
> 1時的方程式。 
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柒、結論 

一、 透過圓的旋轉定義對兩定點至一動點和差積比之一成定值時，該動點與圓直徑兩端點所

建構之三角形中，分別取其四心，觀察三角形頂點於四種圖形上移動時，四心軌跡會出

現圓錐曲線及三次以上的函數圖形。 

二、四心軌跡方程 

(一) 外心軌跡 

1. 橢圓時：包括於𝑥 = 0的圖形⇒軌跡為鉛直線 

此時±
𝑏2−𝑐2

2𝑏
分別為θ = ±90°時的最大值與最小值。 

2. 雙曲線時：包括於𝑥 = 0的圖形⇒軌跡為鉛直線 

無極值，座標為(0,
𝑐2

2𝑏
𝑡𝑎𝑛 𝜃 −

𝑏

2
𝑐𝑜𝑡 𝜃) 。 

3. 阿波羅圓時：包括於𝑥 = 0的圖形⇒軌跡為鉛直線 

無極值，座標為(0,
2𝑐𝑘−𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑘2+1)

𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑘2−1)
)。 

4. 卡西尼卵形線時：包括於𝑥 = 0的圖形⇒軌跡為鉛直線 

此時±
𝑟2(𝜃)−𝑐2

2𝑟(𝜃)
，分別為θ = ±90°時的最大值與最小值。 

(二) 重心軌跡 

1. 橢圓時： 
9𝑥2

𝑎2 +
9𝑥2

𝑏2 = 1 ⇒軌跡為一橢圓（長軸、短軸長各縮小
1

3
）。 

2. 雙曲線時： 
9𝑥2

𝑎2 −
9𝑦2

𝑏2 = 1 ⇒軌跡為一雙曲線（貫軸、共軛軸長各縮小
1

3
）。 

3. 阿波羅圓時： (𝑥 +
𝑐(𝑘2+1)

3(𝑘2−1)
)

2

+ 𝑦2 = (
2𝑐𝑘

3(𝑘2−1)
)

2

⇒軌跡為一圓（半徑、圓心座標

各縮小
1

3
）。 

4. 卡西尼卵形線時： (𝑥2 + 𝑦2)2 −
2

9
𝑐2(𝑥2 − 𝑦2) =

𝑘4−𝑐4

81
⇒軌跡為一卡西尼卵形線

（c、k各縮小
1

3
）。 
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(三) 垂心軌跡 

1. 橢圓時： 𝑦2 =
(c2−x2)

2

𝑏2−(
𝑏

𝑎
𝑥)

2 ⇒軌跡為一四次點對稱曲線。 

2. 雙曲線時： 𝑦2 =
(𝑐2−𝑥2)

2

(
𝑏

𝑎
𝑥)

2
−𝑏2

⇒軌跡為一四次點對稱曲線。 

3. 阿波羅圓時： 𝑦2 =
(𝑘2−1)(𝑐2−𝑥2)

2

(𝑐−𝑥)2−𝑘2(𝑐+𝑥)2 ⇒軌跡為一四次點對稱曲線。 

4. 卡西尼卵形線時： [(
𝑥2−𝑐2

𝑦
)

2

+ 𝑥2 + 𝑐2]
2

= 𝑘4 + 4𝑐2𝑥2 ⇒軌跡為一八次點對稱

曲線。 

(四) 內心軌跡 

1. 橢圓時： 
𝑥2

𝑐2
+

𝑦2

(
𝑏𝑐

𝑎+𝑐
)

2 = 1 ⇒軌跡為一橢圓（長軸、短軸長各變為𝑐、
𝑏𝑐

𝑎+𝑐
）。 

2. 雙曲線時： 軌跡包含於𝑥 = ±𝑎 ⇒軌跡為二鉛直線段 

y = ±b分別為其最高點和最低點。 

3. 阿波羅圓時： 包含於
𝑥2+𝑦2−𝑐2

𝑥2−𝑦2−𝑐2 =
𝑐(1−𝑘)

𝑥(1+𝑘)
⇒軌跡為一封閉曲線。 

4. 卡西尼卵形線時： 
√𝑘4−(𝑟2−𝑐2)2

√(𝑟2+𝑐2)2−𝑘4+2𝑐2
=

2𝑦(𝑥+𝑐)

(𝑥+𝑐)2−𝑦2 ⇒軌跡為一封閉曲線。 

三、卡西尼卵形線中，在
𝑘

𝑐
大於、等於或小於1時，參數式會不同，但座標的公式均相同，軌

跡方程式亦相通。 
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