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摘要 

本研究以曼卡拉棋（Mancala）中的「Kalah」版本為探討對象，研究過程中，我們

透過實際操作與反覆驗證，分析棋子移動的規律，並嘗試改變不同的初始條件與坑洞數

量，觀察其對遊戲結果的影響。包括釐清曼卡拉棋的基本規則、探討可能的致勝策略，以

及建立快速判斷最後一顆棋子落點的方法。此外，我們亦針對不同棋盤規模，分析結束遊

戲所需的最少步數，歸納其變化趨勢。曼卡拉棋不僅具備娛樂性，更蘊含規律性的數學結

構與策略思維。透過系統化分析與實驗，我們能更有效掌握遊戲節奏。本研究期望能提供

大眾理解曼卡拉棋運作機制與策略思考之基礎，並展現數學與遊戲結合的趣味與價值。 

 

壹、 研究動機 

暑假我們到日本進行交流，並參訪了萬國博覽會，在那裡，我們接觸到一項十分有趣

的非洲的古老遊戲，叫做曼卡拉棋（Mancala)。其歷史可追溯至數千年前，最初的玩法非

常簡單原始，直接在地上挖坑，以石頭、種子或貝殼作為棋子，在兩橫列的小凹洞中進行

移動對戰。我們看到的是曼卡拉棋眾多版本中的「Kalah」，也稱作「北美播棋」或「沃

里」，此版本使用的道具為一個棋盤，棋盤上共有

十二個坑洞與兩個寶庫，分成兩排；每一排包含六

個坑洞與一個寶庫，分別由雙方各自控制。遊戲開

始時，每個小格內皆放有四顆棋子，最終以雙方所

獲得的棋子數量多寡決定勝負。那時候我們和帶隊

老師對戰總是落敗，這激起了我們強烈的研究動

機。我們對此產生了濃厚的興趣與好奇心，決定進

一步深入探討曼卡拉棋的奧妙。 

貳、 研究目的與研究問題 

我們藉由實際操作找出棋子移動的秘密。並且嘗試改變不同的條件以及規則，看看結

果是不是會有不一樣的變化？ 

一、 探討曼卡拉遊戲規則。 

二、 找出曼卡拉遊戲的致勝策略。 

圖 1 肯亞岩石刻曼卡拉棋盤 

資料來源：Ancient Pages（2024） 

本研究所有圖片、圖表皆為作者自行繪製、編製 
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三、 如何迅速找出最後一顆棋子的落點位置？ 

四、 每方各有兩個坑洞，每坑各有 2～4 顆棋子，分析結束遊戲最少步數。 

五、 每方各有三個坑洞，每坑各有 2～4 顆棋子，分析結束遊戲最少步數。 

六、 每方各有四個坑洞，每坑各有 2～4 顆棋子，分析結束遊戲最少步數。 

 

參、 解釋名詞 

一、 A1~A6 為玩家 A 所屬的坑洞，B1~B6 為玩家 B 所屬的坑洞。 

二、 R1 為玩家 A 所屬的寶庫，R2 為玩家 B 所屬的寶庫。 

三、 P 為走一個完整循環會經過的坑洞數，但不包含對手的寶庫，亦可說一個完整 

   的循環所需的石頭數量。  

四、 q 代表棋子繞了幾圈。 

五、 r 代表走完完整循環之後所剩餘的棋數。 

六、 T 為單側坑洞數。 

七、 d 為坑洞和寶庫之間的距離。 

八、 S 為移動起始格中的棋子數。 

九、 M 為結束遊戲最少的總步數。 

十、 L 在移動過程中，不計入對手寶庫時所經過的坑洞總數。 

十一、 C 代表補償項。 

十二、 B 為理想下界的代表值。 

 

肆、 預備知識 

下取整函數：即為取底符號，在數學中一般記作⌊𝒙⌋，在電腦科學中一般記作 floor(x)，表  

            示不超過 x 的整數中最大的一個。 

上取整函數：即為取頂符號在數學中一般記作⌈𝒙⌉，在電腦科學中一般記作 ceil(x)，表示 

            不小於 x 的整數中最小的一個。 

餘數定理：當一個數字去除以另一個數時，可能不會剛好分完，最後會剩下一些數，這個 

剩下的數就叫做餘數，也可以說，一個數可以表示成幾個除數的倍數，再 

加上剩下的餘數。 
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伍、 研究過程與方法 

問題一: 探討曼卡拉的遊戲規則 

一、 遊戲規則介紹 

棋盤介紹：遊戲在一個棋盤上進行(如下圖)，棋盤是由兩排坑洞(各六個)和兩個「寶

庫」（用於存放棋子的大坑，以下稱寶庫）組成。 

曼卡拉的遊戲規則： 

規則一：每位玩家控制自己的一側坑洞，盡可能將棋子放入自己右側的「寶庫」中。 

規則二：玩家輪流從自己的某個坑洞中取出所有棋子，並按逆時針方向逐個放入相鄰

的坑洞，跳過對手的「寶庫」。 

規則三：放棋子的過程從選定的坑洞的下一個坑開始，按順序進行。 

規則四：如果最後一顆棋子落入自己的「寶庫」，玩家可以獲得額外的一回合。 

規則五：如果最後一顆棋子落入自己一側的空坑，並且對面坑中有棋子，則可以將對

面坑裡的所有棋子連同自己的棋子一起放入自己的「寶庫」。 

規則六：其中一名玩家的所有坑洞變空，此時遊戲結束。 

規則七：擁有最多棋子的玩家獲勝。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 遊戲範例 

    我們先將棋盤規模簡化：每位玩家各有兩個坑洞，且每個坑洞中放置四顆棋子。

圖中綠色圓形區域代表玩家 A 的坑洞，藍色圓形區域則代表玩家 B 的坑洞；綠色橢圓

形區域為玩家 A 的寶庫，藍色橢圓形區域為玩家 B 的寶庫。遊戲由玩家 A 先走，橘

色棋子用來標示當前的玩家所選取和捕捉的棋子，以及該棋子移動後所在的位置。 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

玩家 A 選擇由 A2 出發，最後一顆棋會落在 A1(不論選擇 A1 或是 A2 出發，兩方得到

的棋數都會相等)。 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

寶

庫 

B 

寶

庫 

A 
A1    A2    A3    A4   A5    A6 

B6    B5    B4    B3   B2    B1 

玩家 A 

玩家 B 
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玩家 B 不論從 B1 出發或是由 B2 出發，都會清空自己的坑洞，使最後一顆棋回到自己

的空坑中(如上圖紅色棋子)，獲得捕捉的機會，但 A1 的棋數較多，故選擇 B2 出發，

可以捕捉到比較多的棋子。 

 

 

 

 

 

 

  

 

承上，玩家 B 的最後一顆棋子落入自己一側的空坑，並且對面坑洞(A1)中有棋子，則

可以捕捉對面坑洞裡的所有棋子連同自己的棋子一起放入自己的「寶庫」。 

 

 

 

 

 

 

  

玩家 A 沒有選擇，因為只剩 A2 的坑洞有棋子，所以只能選擇由 A2 出發，最後一顆

棋會落入自己的寶庫 R1。 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

此時其中一名玩家的所有坑洞變空，遊戲結束。玩家 B 擁有最多棋子，獲勝。 

 

 

 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 
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問題二：找出曼卡拉遊戲的致勝策略？ 

    以下我們用兩種顏色分別表示兩個玩家所屬的坑洞，綠色為玩家 A，藍色坑洞為

玩家 B，橘色的棋子則為當次玩家棋子移動的情況，黃棋代表可獲得額外一回合的機

會，箭頭是指起始的坑洞，以下二種都是由玩家 A(綠色坑洞)先走，但結果卻大不相

同，我們一起來解鎖其中奧秘吧。 

 

一、第一種走法 

 

 

 

 

   

玩家 A 選擇由 A1 開

始 

第一回合玩家 A 

路徑：A1⭢A2⭢R1

最後一顆棋子落入

自己的「寶庫」，

玩家 A 可以獲得額

外的一回合 

玩家 A 選擇由 A2

出發 

第二回合玩家 A 

路徑：A2⭢R1⭢B1 

⭢B2 ➠遊戲結束 

  

 

 

 

  

玩家 B 獲勝    
 

二、第二種走法 

 

 

 

 

   

玩家 A 選擇由 A2

開始 

第一次玩家 A 

路徑：A2⭢R1⭢B1 

第二次玩家 B 

路徑：B2⭢R2⭢A1 

第三次玩家 A 

路徑：A1⭢A2⭢R1 

⭢B1 

  

 

 

 

  

第四次玩家 B 

路徑：B1⭢B2⭢R2 

⭢A1⭢A2 

第五次玩家 A 

路徑：A1⭢A2 

第六玩家 B 

路徑：B2⭢R2➠遊

戲結束 

玩家 A 獲勝 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 

A1    A2 

B2    B1 
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    【整理】 

一、由上表我們可以整理贏的策略 

   （一）、盡可能將棋子放在可以連續得分的路徑(坑洞)上。 

  （二）、盡量將最後一顆棋落入自己的寶庫中，即可獲得另外一回合。 

  （三）、若發現自己坑洞中的棋子數較少時，盡量避免提早結束遊戲。 

  （四）、若發現自己坑洞中的棋子數較多時，盡量想辦法清空自己坑洞中的棋子數 

          使遊戲提早結束。 

  （五）、由上可以知道最後一顆棋落入的位置至關重要。 

問題三：如何迅速找出最後一顆棋子的落點位置？ 

    以下我們以兩種顏色區分兩位玩家的坑洞：綠色代表玩家 A，藍色代表玩家 B；

橘色棋子則標示當回合玩家所移動的最後一顆棋子，箭頭是指起始的坑洞，皆由玩家

A 從 A1 先走，藉由比較不同棋子數的變化，探討最後一顆棋子的落點規律。 

 
    (一)依序找出 4~18 顆棋，A1 出發，最後一顆棋的落點 
 

4 顆棋 A1 出發 5 顆棋 A1 出發 6 顆棋 A1 出發 7 顆棋 A1 出發 8 顆棋 A1 出發 

 

 

 

 

    

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2 

 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1 

 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2 

 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1 

9 顆棋 A1 出發 10 顆棋 A1 出發 11 顆棋 A1 出發 12 顆棋 A1 出發 13 顆棋 A1 出發 

 

 

 

 

    

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2 

 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1 

14 顆棋 A1 出發 15 顆棋 A1 出發 16 顆棋 A1 出發 17 顆棋 A1 出發 18 顆棋 A1 出發 

 

 

 

 

    

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 

A1   A2 

B2   B1 
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A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1⭢B2 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1⭢B2⭢A1 

 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1⭢B2⭢A1

⭢A2 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1⭢B2⭢A1

⭢A2⭢R1 

A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2⭢A1⭢A2⭢R1 

⭢B1⭢B2⭢A1⭢A2

⭢R1⭢B1⭢B2⭢A1

⭢A2⭢R1⭢B1 

 
    【整理】 

(一)、由上述走法可知，一個完整循環所經過的坑洞數為 5 格（不含對手的寶庫）。 

(二)、繞完一圈，每個坑洞都可以獲得一顆棋子（不含對手的寶庫）。 

(三)、無法繞完一整圈的棋子，則由 A1 的下一個坑洞依序放入。 

(四)、根據以上性質可整理成以下通式： 

 

 

 

    S = P × q + r 

 

 

 

 

❮以 18 顆棋為例❯ 

 

                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S：移動起始格中的棋子數。 

P：一個完整循環的坑洞數（不包含對手的寶庫）。 

q：代表棋子繞了幾圈（商數）。 

r：代表最後剩餘的步數（餘數），這就是決定落點的關鍵。 

18 = 5 × 3 + 3 

總棋子數 棋子繞了 3 圈 

一個完整循環有 5 個坑洞數 

這裡的 餘數 3 代表從 
A1 開始往後走 3 步： 
第一步：A2 
第二步：R1 (自己的家) 
第三步：B1 (最後落點) 
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問題四：每方各有兩個坑洞，每洞各有 2～4 顆棋子的條件下，分析結束遊戲最

少步數。 

    我們用兩種顏色分別表示兩個玩家所屬的坑洞，綠色為玩家 A，藍色坑洞為玩家

B，橘棋則為當次玩家所移動的棋子，紅棋代表捕捉，黃棋代表可獲得額外一回合的

機會，圖中箭頭所指的位置為起始的坑洞，以下由玩家 A(綠色坑洞)先走，探討結束

遊戲最少步數。 

 
    (一)找出每邊兩個坑洞，每洞 2 顆，結束遊戲最少步數 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

由玩家 A 先走，選擇由 A1

坑洞先走 

 

路徑：A1 ⭢A2 ⭢R1 

最後一顆棋落入自己的「寶

庫」，依據規則四，玩家 A

可以獲得額外的一回合 

承上，玩家 A 選擇由 A2 坑

洞開始走 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

路徑：A2 ⭢R1 ⭢B1 ⭢B2

最後一顆棋在 B2，根據規

則六，其中一名玩家的所

有坑洞變空時，遊戲結束 

玩家 B 寶庫中的棋數較

多，獲勝。 

 

 
    (二)找出每邊兩個坑洞，每洞 3 顆，結束遊戲最少步數 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

由玩家 A 先走，選擇由 A2

坑洞先走 

路徑：A2⭢R1 ⭢B1 ⭢B2 

最後一顆棋子落在 B2 

輪到玩家 B 走，玩家 B 選

擇由 B1 出發 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 
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路徑：B1⭢B2⭢R2⭢A1⭢A2 

最後一顆棋子落在 A2  

輪到玩家 A 走，玩家 A 選

擇由 A1 先出發 

路徑：A1⭢A2 ⭢R1 ⭢B1 

⭢B2 

最後一顆棋落在 B2 

 

 

 

 

 

 

  

輪到玩家 B 走，玩家 B 選

擇由 B1 出發 

路徑：B1⭢B2 

最後一顆棋子落在 B2  

輪到玩家 A 走，玩家 A 選

擇由 A2 先出發 

 

 

 

 

 

 

  

路徑：A2⭢R1⭢B1 

最後一顆棋落在 B1，根據

規則六，其中一名玩家的

所有坑洞變空，遊戲結束 

玩家 B 寶庫中的棋數較

多，獲勝。 

 

 
 
    (三)找出每邊兩個坑洞，每洞 4 顆，結束遊戲最少步數 
 

 

 

 

 

 

 

  

由玩家 A 先走，選擇由 A2

坑洞先走，使最後一顆落

入自己的坑洞或寶庫中 

 

路徑：A2 ⭢R1 ⭢B1⭢B2 

⭢A1 

最後一顆落入坑洞 A1 

輪到玩家 B，玩家 B 選擇

靠近自己的坑洞 B2 走 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

A1     A2 

B2     B1 B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 A1     A2 

B2     B1 B2     B1 

A1     A2 

A1     A2 

B2     B1 
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路徑：B2 ⭢R2 ⭢A1 ⭢A2 

⭢B1⭢B2 

最後一顆棋子在 B2 

根據規則五，最後一顆棋

落入自己一側的空坑(如上

紅棋)，並且對面坑洞中有

棋子，則可將對面坑洞裡

所有棋子連同自己的棋子

一起放入自己的「寶庫」 

B2 捕捉 A1 

輪到玩家 A，剩一顆棋

(A2)，選擇 A2 走 

 

 

 

 

 

 

  

路徑：A2 ⭢R1 

此時其中一名玩家的所有

坑洞變空，遊戲結束。 

玩家 B 寶庫中的棋數較

多，獲勝。 

 

 
 

【整理】 

一、將以上最少步數整理如下表 

  每邊 2 洞 

2 顆棋子 回合 2 

棋子數 5 

3 顆棋子 回合 4 

棋子數 20 

4 顆棋子 回合 3 

棋子數 17 

 

 

 

 

 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 

A1     A2 

B2     B1 
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二、由上我們可以發現幾個減少步數的技巧 

每邊兩洞時的發現﹙T=2﹚，我們先定義每邊 2 洞棋盤的單圈長度長 L，玩家

A 的兩洞距離寶庫的距離 d=1 與 d=2，繞行一圈包含自己 2 洞+自己寶庫 + 對方2

洞=5 個節點﹙L=5﹚，遊戲最少步數的關鍵在於是否能創造「額外回合」及「捕捉」，

這都受到餘數的影響。我們依序討論當 T 不變，S(棋子數) = 2，3，4 時 

   （一）、當棋子 S= 2時，最少步數 M=2，會發現玩家 A 的坑洞﹙A1﹚距離寶庫剛好

是 2 步，而坑洞裡有 2 顆棋子﹙S=d=2﹚，玩家 A 第一手移動坑洞﹙A1﹚

棋子可以全部進庫，立刻獲得額外回合，進而在一回合內清空棋盤，且沒有

受到任何阻力達到 2 步極速獲勝。 

   （二）、當棋子 S= 3時，出現了數學中的奇偶不相配現象。當棋子數變成 3 顆時，

尷尬的情況發生了。3 大於到寶庫的距離﹙d=1 或 d=2﹚，但又不足以繞

完一圈 ﹙L=5﹚回到自己的坑洞。在圖中發現如果移動坑洞﹙A1﹚的 3 顆

棋子，最後一顆會落在對手的第一坑洞﹙B1﹚，也就表示你把棋子送給了

對手，並且被迫結束回合，而失去了連貫性，雙方必須進入資源交換與防守

的節奏中，導致控制權的轉移而不數被拉長，攀升至 4 步。 

   （三）、當棋子 S=4 時，出現數學餘數中的回流效應。因為 S=4 非常接近單圈長度

L=5，所以當玩家 A 移動坑洞﹙A2﹚距離寶庫一步時，路徑是﹕寶庫﹙P1﹚

→對手 B1→對手 B2→P1 的坑洞﹙A1﹚雖然回合結束了，但最後一顆棋子精

準的回到了自己的坑洞。回到自己坑洞的棋子反而幫助玩家補充棋子數，

為下一手的「捕捉」或「連續進庫」佈下了機會，因為強大的「回流效應」

抵銷了棋子數變多的劣勢，使遊戲在第三步就結束。 

【發現】 

    在 T=2 的最少步數中，證明了在極小的移動空間中，曼卡拉棋的最少獲勝步數

並非單純的算術累加，而是依據 S 與 d 之間的相關性，創造出獲勝捷徑。 
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問題五：每方各有三個坑洞，每洞各有 2～4 顆棋子的條件下，分析結束遊戲最

少步數。 

    我們用兩種顏色分別表示兩個玩家所屬的坑洞，綠色為玩家 A，藍色坑洞為玩家

B，橘棋則為當次玩家所移動的棋子，紅棋代表捕捉，黃棋代表可獲得額外一回合的

機會，圖中箭頭所指的位置為起始的坑洞，以下由玩家 A(綠色坑洞)先走，探討結束

遊戲最少步數。 

 
    (一)找出每邊三個坑洞，每洞 2 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

 

  

玩家一選擇從 A1 出發 路徑：A1 ⭢ A2 ⭢A3  

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 B 由 B1 出發 

路徑：B1⭢B2⭢B3 

玩家 A 由 A2 出發 

路徑：A2⭢A3⭢R1 ⭢B1 

  

玩家 B 由 B1 出發 

路徑：B1 ⭢B2  

玩家 A 由 A3 出發 

路徑：A3 ⭢R1⭢B1⭢B2⭢B3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 
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玩家 B 獲勝  

  
    (二)找出每邊三個坑洞，每洞 3 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

 

 

玩家一選擇從 A1 出發 路徑：A1⭢A2⭢A3⭢R1 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 A 由 A2 出發 

路徑：A2⭢A3⭢R1⭢B1⭢B2 

玩家 B 由 B1 出發 

路徑： B1⭢B2⭢B3⭢R2⭢A1 

   

玩家 A 由 A1 出發 

路徑：A1⭢A2(捕捉) 

A2 捕捉 B2 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 
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玩家 B 由 B3 出發 

路徑：B3⭢R2⭢A1⭢A2⭢A3 

 

玩家 A 獲勝 

 
    (三)找出每邊三個坑洞，每洞 4 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

 

 

玩家一選擇從 A3 出發 路徑：A3⭢R1⭢B1⭢B2⭢B3 

  

玩家 B 由 B1 出發 

路徑：B1⭢B2⭢B3 ⭢R2⭢A1⭢A2 

玩家 A 由 A2 出發 

路徑：A2 ⭢A3 ⭢R1⭢B1⭢B2⭢B3 

  

玩家 B 由 B3 出發 

路徑：B3⭢R2⭢A1⭢ A2 ⭢A3 

⭢B1⭢B2⭢B3(捕捉) 

B3 捕捉 A1 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 
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玩家 A 由 A2 出發 

路徑：A2 ⭢A3 

玩家 B 由 B1 出發 

路徑：B1⭢B2⭢B3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 A 由 A3 出發 

路徑：A3 ⭢R1⭢B1⭢B2 

B 玩家獲勝 

 
【整理】 

一、將以上最少步數整理如下表 

  每邊 3 洞 

2 顆棋子 回合 5 

棋子數 12 

3 顆棋子 回合 5 

棋子數 22 

4 顆棋子 回合 7 

棋子數 34 

二、由上我們可以發現幾個減少步數的技巧（T= 𝟑時） 

當我們把棋盤固定在 3 個坑洞（T=3）時，數據出現了一個非常有意思的轉折：

初始棋數從 2 顆變為 3 顆，步數竟然一點都沒增加！這種「步數平原」現象（5

步→  5 步 → 7 步），清楚地告訴我們：曼卡拉並不是棋子數越多就越難下，而

是與空間大小有著密不可分的關係。 

 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 

B3       B2       B1 

A1       A2       A3 



16 
 

我們試著把這一段「不規律」的變化，拆解成三個階段來理解： 

         （一）、在 S=2 狀態下，初始棋數嚴格小於計分庫的最遠距離（S < d=3）。當玩 

家啟動最遠端之坑洞時﹙A1﹚，其 2 顆棋子最後落點無法越過邊界﹙d=3﹚

抵達計分寶庫，所以無法在首回合觸發「連續進庫」的獎勵機制。清盤過程

被迫變得斷斷續續。玩家必須耗費額外的回合進行「位移補償」，也就是先

花步數把後方的棋子往前推進，以便縮短後續進庫的距離。這些無法直接得

分的「墊步」，就是造成步數非線性增加（高達 5 步）的主要原因。 

     （二）、當初始棋子數來到 S=3 時，播棋產生了奇妙的臨界轉折。此時，最遠端

坑洞的距離剛好等於初始棋子數（S = d= 3），達成了「完美配合」。玩家

的首手播種，最後一顆棋子會精準著落在計分寶庫，瞬間觸發連續行動的獎

勵。儘管坑洞內的總棋子數增加了，但因為達成了「完美共振」，這股連續

進庫的爆發力達到了完美抵銷需要處理額外棋子所需的步數。所以解釋了

S=2 與 S=3 的最少步數會產生「停滯效應」，最少步數皆為 5 步。我們可

以說 S=3 是「最佳效率臨界點」。 

  （三）、當初始棋子數越過最佳效率臨界點來到 S=4 時，棋子數量已大於單側坑洞 

         數長 度（S > d=3）。這意味著無論啟動哪一個坑洞，播種的過程必然會產 

         生「溢出現象」，最後一顆棋子將強制落在對手的坑洞內。這種溢出現象 

         不僅無法觸發連續進庫，更會將遊戲的控制權與棋子數量雙雙轉移給對手。 

         為了重新奪回盤面優勢並回收落入敵區的棋子，必須付出額外步數。因此， 

         在每邊 3 洞時會有跨越臨界點後的這一顆超額棋子，破壞了原本的平衡， 

         導致總步數瞬間暴增 2 步，攀升至 7 步的超額耗散狀態。 

【發現】 

    曼卡拉棋是一個「連續且均勻的能量流動系統」，所以試著用每邊坑洞數及棋子

總數找出與最少步數的相關性，我們假設理想步數＝
總棋子數(2𝑇𝑆)

單圈步數(𝑇+1)
，但實測後發現這個

概念行不通因為曼卡拉棋是一個「離散」且帶有「條件觸發（進庫獎勵、捕捉）」的

遊戲。但在分析 T= 3的情況中，S =2、3、4 的獲勝策略，發現了 T= 3，S=3 會有最
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佳效益點，運用這個特性與理想步數的概念，發現坑洞固定不變時，改變棋子數量會

產生一個有趣現象就是理想步數＝
總棋子數(2𝑇𝑆)

單圈步數(𝑇+1)
＝

(2×3×𝑠)

(3+1)
=

6𝑆

4
，然而 S 是變數所以將 S

獨立提出成為
6

4
× 𝑆 = 1.5 ×S，且在 S= 3有最佳效率臨界點，為了讓公式的計算有跡

可循，我們把這個最完美的狀態 S=3 設定為公式的「原點」即﹙S − 3﹚，實際操作

中還發現再怎麼最佳化操作最少必要步數為 5 步，因此我們將 5 定義為基準值。 

 

【結論】 

因此每邊坑洞為 3 時。最少步數會呈現 

     M(3,S)=5+ ⌈
2𝑇

𝑇+1
× ﹙S − 3﹚⌉ =5+⌈1.5 × ﹙S − 3﹚⌉  for S≥3 

步數必須為整數。因此，我們使用上取整函數。其中當 S=2 時公式中的﹙S − 3﹚ =

﹙2 − 3﹚ = −1，步數沒有−1步，所以公式要包含 S=2 時就要取最大值，我們將公

式修正為 M(3,S)=5+ max(0 , ⌈1.5 × ﹙S − 3﹚⌉﹚ 

 

證明﹕M(3,2) =5+max(0 , ⌈1.5 × ﹙2 − 3﹚⌉﹚ =5+0 = 5(符合) 

            M(3,3) =5+max(0 , ⌈1.5 × ﹙3 − 3﹚⌉﹚ =5+0 = 5(符合) 

            M(3,4) =5+max(0 , ⌈1.5 × ﹙4 − 3﹚⌉﹚ =5+2 = 7(符合) 
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問題六：每方各有四個坑洞，每洞各有 2～4 顆棋子的條件下，分析結束遊戲最

少步數。 

    我們用兩種顏色分別表示兩個玩家所屬的坑洞，綠色為玩家 A，藍色坑洞為玩

家 B，橘棋則為當次玩家所移動的棋子，紅棋代表捕捉，黃棋代表可獲得額外一回合

的機會，圖中箭頭所指的位置為起始的坑洞，以下由玩家 A(綠色坑洞)先走，探討結

束遊戲最少步數。 
 

(一) 找出每邊四個坑洞，每洞 2 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

   

玩家 A 由 A3 出發 路徑:A3⭢A4⭢R1 

  

玩家 A 由 A1 出發 

路徑:A1⭢A2⭢A3(捕捉) 

A3 捕捉 B2 

 

                    

 

 

 

 

 

玩家 B 由 B3 出發 

路徑:B3⭢B4⭢R2 

玩家 B 由 B1 出發 

路徑:B1⭢B2⭢B3(捕捉)  

 

 

 

 

 

 

 

B3(捕捉)A2 玩家 A 由 A4 出發 

路徑:A4⭢R1⭢B1⭢B2 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 
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玩家 B 獲勝  

  
    (二)找出每邊四個坑洞，每洞 3 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

 

 玩家 A 由 A2 出發 
路徑:A2⭢A3⭢A4⭢R1 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 A 由 A3 出發 
路徑:A3⭢A4⭢R1⭢B1⭢B2 

玩家 B 由 B1 出發 
路徑:B1⭢B2⭢B3⭢B4⭢R2 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 B 由 B3 出發 
路徑:B3⭢B4⭢R2⭢A1⭢A2 

玩家 A 由 A2 出發 
路徑: A2⭢A3(捕捉) 

 

 

 

 

 

 

 

 

A3 捕捉 B2 玩家 B 由 B4 出發 

路徑: B4⭢R2⭢A1⭢A2⭢ A3⭢A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 
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玩家 A 獲勝  

 
    (三)找出每邊四個坑洞，每洞 4 顆，結束遊戲最少步數 
 

   

 

 

 

玩家 A 由 A3 出發 

 

路徑:A3⭢A4 ⭢寶庫 A⭢ B1⭢B2 

 

 

  

 

 

 

 

玩家 B 由 B2 出發 

路徑:B2⭢B3 ⭢B4⭢R2⭢A1⭢A2 

玩家 A 由 A4 出發 

路徑:A4⭢R1⭢B1⭢B2⭢B3⭢B4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 B 由 B4 出發 

路徑:B4⭢R2⭢A1⭢A2⭢A3⭢A4⭢B1 

 

玩家 A 由 A2 出發 

路徑:A2⭢A3⭢A4⭢R1⭢B1⭢B2⭢B3 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1     

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 
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玩家 B 由 B2 出發 

路徑:B2⭢B3⭢B4(捕捉)  

B4 捕捉 A1 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 A 由 A3 出發 

路徑:A3⭢A4⭢R1 

玩家 A 由 A4 出發 

路徑:A4⭢R1⭢B1⭢B2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

玩家 B 獲勝  

 
 

【整理】 

一、將以上最少步數整理如下表 

  每邊 4 洞 

2 顆棋子 回合 5 

棋子數 18 

3 顆棋子 回合 6 

棋子數 27 

4 顆棋子 回合 8 

棋子數 40 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 

B4       B3         B2     B1 

A1      A2          A3     A4 
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二、由上我們可以發現幾個減少步數的技巧 

    T= 4 時改變 S 的數量，從實作觀察中得出 S=2，S=3，S=4，最少步數呈現非

線性增長，最少步數的變化為 5 步→ 6 步 → 8 步。                                                              

    在研究中，我們固定棋盤的單側坑洞長度為 T=4，並將初始棋子數 S 作為唯一

變數進行分析。根據實際數據，當 S 從 2 遞增至 4 時，最少獲勝步數序列呈現了

非線性的 5 步、6 步、8 步。 此現象證明了曼卡拉賽局受限於棋坑長度的影響。分

析如下： 

   （一）、在這個環境下，最棘手的問題是距離。由於初始棋子數 S=2 遠低於到計分

庫的最遠距離（d=4），即便我們從最源頭的坑洞 A1 啟動，棋子也飛不到計

分庫。這意味著我們在第一回合就失去了「連動進庫」的機會，被迫進入一

種「慢節奏」的挪動模式。玩家必須先花費額外回合把棋子像「短傳接力」

一樣往前墊，這種無法一次到位的搬運過程，讓區區 2 顆棋子的清盤任務，

竟要耗費高達 5 步才能完成。 

   （二）、當初始棋子數增加到 S=3 時，情況進入了一種尷尬的「次臨界狀態」。雖

然棋子數變多了，但最遠端到計分庫的距離依然是 4 格，這關鍵的 1 步之

差，讓第一手播種剛好「卡」在計分庫門口，看得到卻進不去。 既然無法直

接觸發「連動」，這多出來的棋子反而變成負擔。玩家必須先耗費回合挪動

其他位置的棋子來「墊步」，做足前置作業，才能確保下一波清盤順利。這

種為補足位移差而多花的搬運成本，讓最少步數從 5 步微幅增加到了 6 步。 

（三）、當初始棋子數來到 S=4 時，播棋產生了奇妙的臨界轉折。此時，最遠端坑洞

的距離剛好等於初始棋子數（S = d= 4），達成了「完美配合」。玩家的首手

播種，最後一顆棋子會精準著落在計分寶庫，瞬間觸發連續行動的獎勵。 步

數之所以躍升至 8 步，原因在於「單側總棋子數高達 16 顆」的急遽擴張。

雖然達成了完美共振，玩家仍必須在更廣大的空間中進行複雜的連鎖佈局來

搬運這些龐大棋子數量。然而，正是因為 S=4 提供了完美的空間配合，產生
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了強大的連續進庫，完美抵銷了處理巨量額外棋子數所預期會產生的大量步

數，玩家才能以極高效率的 8 步清空盤面。我們可以說，在 T=4 的棋盤中，

S=4 成為了該棋盤空間下的「最佳效率臨界點」。 

【發現】 

我們依據 T=3 的假設運用在 T=4 中試著用每邊坑洞數及棋子總數找出與最少步數

的相關性。觀察實驗數據可發現，無論初始棋子數 S 為何，最少獲勝步數公式中皆

固定包含一個額外的常數步數（即 1）。這個 1 並不是自計算誤差或人為的修正，而

是因為曼卡拉賽局規則本身所造成的「結構性限制」。在曼卡拉棋的操作邏輯中，每

一次移動皆需選擇一個起始坑洞並進行播種。即使玩家在過程中達成了最理想的連續

進庫與資源分配，在遊戲尾聲時，盤面上無可避免的一定會殘留棋子，無論如何都必

須花費「最後 1 步」進行收尾，用以將最後殘存的棋子數送入計分庫，進而達成清

盤的終止條件。最後收尾步驟在邏輯上絕對無法被前期的連續操作所吸收或抵銷，因

此在系統中形成了一個不可消除的最小步數下界：𝑀4(S)≥ 1 

【結論】 

 因此每邊坑洞為 4 時，最少步數會呈現 

      M(4,S)= ⌈
2𝑇

𝑇+1
× S⌉ + 1 = ⌈1.6 × S⌉ + 1 

      證明﹕M(4,2)= ⌈1.6 × 2⌉ + 1 = ⌈3.2⌉ + 1 = 4 + 1 = 5(符合) 

            M(4,3)= ⌈1.6 × 3⌉ + 1 = ⌈4.8⌉ + 1 = 5 + 1 = 6(符合) 

            M(4,4﹚ = ⌈1.6 × 4⌉ + 1 = ⌈6.4⌉ + 1 = 7 + 1 = 8(符合) 

陸、 研究討論 

        在學校的數學課中，我們學過了除法與規律尋找。我們不禁好奇：在兩位玩家都

完美計算（採取最佳策略）的情況下，一局曼卡拉棋的「最少獲勝步數」，是不是存
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在著某種數學規律？我們能不能找出一個「數學公式」，只要輸入「坑洞數」與「棋

子數」，就能精準算出最少步數，而不用每一次都採用繁瑣的窮舉運算？曼卡拉棋的

迷人之處，在於它多變的組合邏輯。我們嘗試透過二維陣列來定義其狀態空間，藉此

簡化並計算出最少步數。曼卡拉棋最迷人的地方，就在於它那種「牽一髮而動全身」

的組合邏輯。在分析最少步數時，我們發現數據表現得一點也不「直覺」，主要是受

限於規則中的連動機制，步數的增加往往帶有一種「階梯式」的跳躍感。這種非線性

的規律特徵，說明了遊戲中隱藏著某種空間與數量的平衡點。為了抓出這些隱形的數

學關卡，我們決定從以下幾個變因切入，進行橫向的系統化討論： 

      一、 變因控制與規則定義  

          為了讓實驗數據具有可比性，我們先將曼卡拉棋的規則標準化： 

（一） 控制變因：雙方皆採取「最少步數獲勝」的最佳策略（完美算計）；獲勝

條件為清空己方盤面。 

（二） 操縱變因：改變單側的「坑洞數 (T)」與每洞初始的「棋子數 (S)」。 

（三） 應變變因：記錄完成遊戲所需的「最少總步數 (M)」。 

 我們將找出的所有「最少步數」，整理成一個矩陣表（如表 1 所示）。透過觀察

這張表，我們進行橫向的數據比對，尋找數字跳動的規律。我們成功在表格中辨識出

了三種特殊的數學現象：線性成長、奇偶性共振，以及階梯狀的高原現象。 

      依據表格內容分為三組進行討論。 

      曼卡拉棋完成一局所需的最少步數（兩位玩家合計） 

 單側 2 洞 單側 3 洞 單側 4 洞 單側 5 洞 單側 6 洞 

2 顆 2 步 5 步 5 步 6 步 7 步 

3 顆 4 步 5 步 6 步 7 步 9 步 

4 顆 3 步 7 步 8 步 9 步 9 步 

 

第一組每洞三顆棋 

 單側 2 洞 單側 3 洞 單側 4 洞 單側 5 洞 單側 6 洞 

3 顆 4 步 5 步 6 步 7 步 9 步 
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運用先前 T=3 的假設得知曼卡拉棋是一個「連續且均勻的能量流動遊戲」，所以

理想步數＝
總棋子數(2𝑇𝑆)

單圈步數(𝑇+1)
，但實測後發現這個概念行不通因為曼卡拉棋是一個「離散」且

帶有「條件觸發（進庫獎勵、捕捉）」的遊戲。觀察播種過程可以發現，棋子的移動具

有高度的群聚性。由於「連動」機制允許玩家在不消耗回合的情況下清空棋子，而「捕

捉」則會造成資源分佈的突變，這類非線性規則使得單純的平均值不再適用。為了符

合離散動態系統中步數必為整數的特性，我們引入上取整函數，將其理想下界重新修

正為： 

B(T,S) = ⌈
2𝑇𝑠

𝑇+1
⌉ 

    透過實測數據比對，我們發現當盤面擴展（T≥ 3）時，實際最少步數 M(T,S) 必

然大於理想下界 B(T,S)。隨著棋盤長度 T 的增加，棋子分佈變得相對稀疏，這使得玩

家難以像在短棋盤中那樣流暢地串聯「連續進庫」。這種空間上的擴張實質上造成了

行動效率的損失。為了捕捉這項變數，我們嘗試在預測模型中加入了結構補償項 

C(T,S)，將公式修正為： 

               M(T,S) =⌈
2𝑇𝑆

𝑇+1
⌉+ C(T,S) 

      我們試著把實測的單側坑洞數 T 代入基礎下界公式⌈
6𝑇

𝑇+1
⌉ 來看看它與「實際最

少步數」的落差到是多少： 

坑洞數 T 理想下界⌈
6𝑇

𝑇+1
⌉ 實測步數 補償項 落差規律 

2 洞 ⌈
12

3
⌉ = 4 4 0 完美運作 

3 洞 ⌈
18

4
⌉ = ⌈4.5⌉ = 5 5 0 完美運作 

4 洞 ⌈
24

5
⌉ = ⌈4.8⌉ = 5 6 1 產生差距 

5 洞 ⌈
30

6
⌉ = 5 7 2 差距規律遞增 

6 洞 
⌈
36

7
⌉ = ⌈5.14⌉

= 6 

9 3 差距規律遞增 
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      研究發現當 T≥ 3時，這個補償落差 C 呈現了非常完美的等差數列：0, 1, 2, 3。這剛

好就等於 T−3。 

把補償項 C(T,S)用 T−3 帶入公式最終得出通式﹙S= 3, 𝑇 ≥ 3﹚ 

M(T,3) =⌈
2𝑇𝑆

𝑇+1
⌉+(T−3) 

驗證：當 T= 3代入，⌈
18

4
⌉ + (3 − 3) = 5 + 0 = 5。 

            當 T= 4代入，⌈
24

5
⌉ + (4 − 3) = 5 + 1 = 6 

            當 T= 5代入，⌈
30

6
⌉ + (5 − 3) = 5 + 2 = 7 

            當 T= 6代入，⌈
36

7
⌉ + (6 − 3) = 6 + 3 = 9 

 

第二組為每洞四顆棋(階梯狀的高原現象) 

我們用一樣的方法，破解 4 顆棋子時那不規則的「停滯期」。S=4 帶入，理想

下界為⌈
8𝑇

𝑇+1
⌉。我們從常態的 T≥ 3開始實測： 

坑洞數 T 理想下界⌈
8𝑇

𝑇+1
⌉ 實測步數 補償項 落差規律 

3 洞 ⌈
24

4
⌉ = 6 7 1 產生差距 

4 洞 ⌈
32

5
⌉ = ⌈6.4⌉ = 7 8 1 差距停滯 

5 洞 ⌈
40

6
⌉ = ⌈6.6⌉ = 7 8 1 差距停滯 

6 洞 ⌈
48

7
⌉ = ⌈6.8⌉ = 7 9 2 差距遞增 

實測數據出現了「階梯狀」的停滯期（高原現象）。這是因為 4 顆棋子蘊含的勢

能較大，能透過跨區捕捉抵銷部分盤面擴張的劣勢。其補償項呈現（1, 1, 1, 2...）的階

梯變化。觀察發現當初始棋子數 S= 4，且棋盤 T≥ 3時，實際最少步數 M(T,4)與理想下

界⌈
8𝑇

𝑇+1
⌉之間存在固定的誤差，為了將誤差一般化，我們進行補償項的調整。 

      令結構補償項 C(T) = M(T,4) - B(T,4)。 
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      將實測數據代入，當 T ∈{3, 4, 5, 6, 7, ….}時，我們得出誤差數列 C(T)為： 

     C(T) = 1, 1, 1, 2, 2,…….. 

觀察此一離散數列，其特徵為「數值每經過三個連續的 T 值才會發生一次躍升」。

表示自變數每增加 3 次才會產生一個單位的函數值變化，因此我們確立該函數的基本

型態必為將自變數除以 3 的形式= ⌈
𝑇

3
⌉，當代入 T= 4時，⌈

4

3
⌉ = 2，與實測誤差值 1 不

符合，表示函數的「躍升點」發生了過早偏移。雖然上取整函數抓住了階梯狀的趨勢，

但為了讓模型能與實測數列完全吻合，我們發現必須在分子項中加入一個常數 K。這

個 K 值的作用就像是一個「位移修正」，用來調整公式的起始點，確保每一個階梯跳

躍的時機都能與實際比賽的數據完美對齊。設 C(T)= ⌈
𝑘−𝑇

3
⌉ 

依據邊界條件，當 T=5 時，函數值必須仍維持在高原區間，即 C(5)= 1。 

 推導不等式：0<
5−𝑘

3
≤ 1 

                  0< 5 − 𝑘 ≤ 3 

解得 2≤ 𝑘 < 5。為了同時滿足 T= 3時 C(3)= ⌈
3−𝑘

3
⌉ = 1的條件，我們取極值 k= 2。 

將 k= 2代入，得出最終補償項 C(T)= ⌈
𝑇−2

3
⌉ 

代入驗證 T=3,4,5 時，分子分別為 1,2,3，除以 3 取上界皆為 1，與表中補償項一

致；當 T= 6時，分子為 4，⌈
4

3
⌉ = 2，與表中相符。  

所以得出 S= 4的一般化公式： 

M(T,4) = ⌈
2𝑇𝑆

𝑇+1
⌉ + ⌈

𝑇−2

3
⌉  = ⌈

8𝑇

𝑇+1
⌉ + ⌈

𝑇−2

3
⌉，for T≥ 3 

驗證：當 P= 4時，代入公式得⌈
32

5
⌉ + ⌈

2

3
⌉ = 7 + 1 = 8步。 

      當 P= 5時，代入公式得⌈
40

6
⌉ + ⌈

3

3
⌉ = 7 + 1 = 8步。 

      當 P= 6時，代入公式得⌈
48

7
⌉ + ⌈

4

3
⌉ = 7 + 2 = 9步。 
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第三組邊界條件每洞二顆棋：奇偶性帶來的效率差異 

本研究針對初始棋子數固定為 2 顆（S=2）的曼卡拉賽局，探討了棋盤長度（單

側洞數 T）與最少獲勝步數 M 之間的內在規律。透過實驗數據的橫向對比，我們發

現曼卡拉棋存在一個極具數學意義的轉折點： 

（1）當 S= 2時步數與距離的完美契合 

在單側洞數較少的邊界條件下，數據展現了強烈的非線性震盪。 這段期間，棋子

數與空間的比例極高，玩家能頻繁地利用規則中的「連動進庫」來大幅削減回合數。

例如，在 T=2 的極限狀態下，棋子數與空間達成了完美共鳴，僅需 2 步即可清盤。

此階段的步數變化主要受到「規則紅利」的影響，呈現出一種難以用簡單公式概括的

跳躍規律，反映了賽局在侷限空間下的高度變幻性。 

﹙2﹚完美共鳴與穩定步數增長（T ≥ 4） 

     在棋子數極度稀疏（始終只有 2 顆）且棋盤拉長的情況下，多出一個坑洞就意

味著物理距離增加。當空間優勢已被用盡，每增加一個坑洞，玩家就必須多花費剛好 

1 步數來處理這段多出來的「路程」。 

﹙3﹚T=3 的效率斷層：消失的連動優勢 

觀察數據可以發現 T=3 是整個系統的效率斷層。當單側坑洞數僅增加一格，步數

卻由 2 步猛增至 5 步。主因在於當 d=3 時，初始棋子數 S=2 已無法支撐首手直接入

庫，這導致了連動機制的崩解。 

在這種配置下，玩家被迫採取「短傳接力」的策略，必須先投入額外回合處理前

置位移，將棋子逐步往前推進。這些動作本身不具備得分效益，僅是為了克服空間距

離所付出的搬運成本。正是因為缺乏了關鍵的入庫連動，才使得 T=3 的清盤效率出現

了斷崖式的下降。 
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柒、 研究結果 

一、 贏球策略與落點控制？ 

              在分析曼卡拉的最少步數時，我們發現獲勝的靈魂就在於那顆「最後落下的棋子」。

只要能精準預測落點，就能從被動的搬運轉為主動的進攻。我們總結出兩項核心策

略： 

（一）、「進庫再玩」的連鎖反應：這是賽局中最具侵略性的技巧。透過路徑規劃，

讓棋子播種的終點剛好落在寶庫中，這等於為自己贏得了一次額外的行動

機會。高明的玩家會利用這種連動，像接力賽一樣把後方的棋子源源不絕地

送入庫中，大幅壓縮獲勝所需的總步數。 

（二）、靈活的「完賽心理戰」：遊戲的結束時機是一把雙刃劍。當我們發現自己手

上的棋子數比對方少時，絕對不能急著清空坑洞，而是要儘量分散棋子，尋

求反擊的機會。相對地，如果我們已經大幅領先，最聰明的做法就是找出最

快路徑清空盤面，不給對手任何翻盤的空間。這種對「結束時機」的精準拿

捏，往往才是最終勝出的關鍵。 

二、 空間與棋子數的效應？ 

最少獲勝步數並非單純的算術累加，而是呈現非線性的階梯狀變化 

（一）、最佳效率臨界點：當最遠坑洞距離 d 剛好等於初始棋子數 S 時能達成完美

共振，觸發連續進庫。 

（二）、回流與溢出效應：當 S 接近單圈長度時，會產生回流效應補充己方資源，

若 S 超過臨界點會產生溢出現象，將控制權轉移給對手，導致所需步數增

加。 

三、 找出每邊三個坑洞，每洞 2~4 顆，最少步數？ 

         M(3,S)=5+max(0 , ⌈
2𝑇

𝑇+1
× ﹙S − 3﹚⌉ ﹚ = 5+max(0 , ⌈1.5 × ﹙S − 3﹚⌉﹚ 
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四、 找出每邊四個坑洞，每洞 2~4 顆，最少步數？ 

M(4,S) = ⌈
2𝑇

𝑇+1
× S⌉ + 1 = ⌈1.6 × S⌉ + 1 

五、 找出每洞 3 顆，每邊 2~6 個坑洞，最少步數？ 

M(T,3) = ⌈
2𝑇𝑆

𝑇+1
⌉+(T−3) 

 

六、 找出每洞 4 顆，每邊 3~6 個坑洞，最少步數？ 

M(T,4) =⌈
2𝑇𝑆

𝑇+1
⌉ + ⌈

𝑇−2

3
⌉ = ⌈

8𝑇

𝑇+1
⌉ + ⌈

𝑇−2

3
⌉   
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